












Quantum  radiative  characteristics  of  general  nonstationary  black  holes  in  the 
general  case  are  investigated  by  using  the method  of  generalized  tortoise  coordinate 
transformation.  It  is generally  shown  that  the  temperature and  the  shape of  the event 
horizon  of  this  kind  of  black  holes  depend  on  both  the  time  and  different  angles. 
Further, we discover  that  there  is a certain relationship  that  is  ignored before between 
thermal radiation and non‐thermal radiation of black holes, which  is  that  the chemical 
potential  in  thermal  radiation  spectrum  is equal  to  the highest energy of  the negative 
energy state of particles in non‐thermal radiation for general nonstationary black holes. 





















An  important  subject  in  black  hole  physics  is  to  reveal  the  thermal  and  non‐thermal 
properties of various black holes. Last  few decades has witnessed many progresses on 
investigating  the  thermal radiation and non‐thermal radiation of many different kinds 
of  black  holes.  Nevertheless  most  of  these  researches  were  concentrated  on  static  or 
stationary  concrete  black  holes  (e.g.,  [2‐4])  since  the  original  derivation  of  the  black 
hole  evaporation  involves gravitational  collapse and  is  technically  rather  complicated 
[1].  It  is, however, possible  to understand  the particle emission by approaches  that do 
not  depend  heavily  on  the  gravitational  collapse  itself.  Thus  in  1976,  Damour  and 
Ruffini presented a treatment in which the gravitational field is independent of time [5]. 
In  their  approach  the  particle  emission  arises  directly  from  a  quantum  mechanical 
barrier  penetration  across  the  event  horizon  of  black  holes.  Sannan  improved  their 
method and obtained the probability distributions of both bosons and fermions emitted 
to infinity [6]. Then in the 1990s, Refs. [7‐9] made further improvements in these parts, 
and calculated  the  location of  the event horizon and  the  temperature of nonstationary 
black  holes  simultaneously  by  using  the  method  of  generalized  tortoise  coordinate 
transformation,  and  obtained  the  Hawking  thermal  spectrum.  Ref.  [7‐9]ʹs  results  are 
consistent  with  those  obtained  by  calculating  the  vacuum  expectation  values  of  the 
renormalized  energy‐momentum  tensors  [10,  11]  on  some  spherically  symmetric 
nonstationary  black  holes.  Therefore,  one  can  obtain  the  event  horizon  equation, 
Hawking  temperature  and  thermal  radiation  spectrum  of  nonstationary  black  holes 
more conveniently and more exactly via  the method of generalized  tortoise coordinate 





temperature.  By  using  the method  of  generalized  tortoise  coordinate  transformation, 
this  paper  may  provide  an  alternative  and  convenient  way  to  obtain  the  Hawking 
temperature. 
The  main  purpose  of  this  paper  is  to  investigate  the  thermal  and  non‐thermal 
radiation characteristics of general nonstationary black holes and  the relation between 
the  two  kinds  of  radiation  in  general  case.  Section  2  calculates  the  location  of  event 
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horizon, Hawking  temperature and  the  thermal  radiation  spectrum  in detail by using 
the method of generalized  tortoise coordinate  transformation  [7‐9, 12‐15].  In section 3, 
we  formulate  the  highest  energy  of  negative  energy  state  of  particles  in  non‐thermal 
radiation by using  the methods and  the conclusions of references  [19‐25].  In section 4, 
we apply the results of section 2 and section 3 to some concrete examples. In section 5, 
we  want  to  study  the  general  method  and  conclusions  of  the  relationship  between 





The  square  of  infinitesimal  line  element  of  the  most  general  spacetime  can  be 
written as: 
 
2ds g dx dxμ νμν= ,  (1) 
where  we  take  the  advanced  Eddington‐Finkelstein  coordinates  ( 0x v= ,  1x r= , 
2x θ= ,  3x ϕ= ). 
The surface equation of event horizon can be written as 












, , ,2 0
j jk
j j kg g r g r r− + = ,  (3) 
where  , 0, 2, 3j k = .  Hr   is  the  location of event horizon and depends on  the  time and 
different angles. 
Now we consider  the asymptotic behavior of minimally electromagnetic coupling 
Klein‐Gordon  equation  near  the  event  horizon.  The  explicit  form  of  wave  equation 
describing the dynamic behavior of scalar particles with mass  μ   and charge  β  
 
21 ( ) ( ) 0i A gg i A x x
g x x
μνμ νμ νβ β φ μ φ∂ ∂⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎤⎟ ⎟⎜ ⎜− − − − =⎢ ⎥⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ⎢ ∂ ∂ ⎥⎣ ⎦ .  (4) 
Taking Lorentz gauge condition  ( )1 0gg A
g x
μν νμ
∂ − =− ∂   into (4), we can obtain 
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⎧⎪ = + −⎪⎪⎪⎪ = −⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎪⎪ = −⎪⎪⎩
  (6) 
where  0 0 0, ,v θ ϕ   are  constants  under  the  tortoise  transformation,  ( )0 0 0, ,vκ κ θ ϕ≡   is 
an  adjustable parameter. The  generalized  tortoise  coordinate  transformation  can  give 
simultaneously  the  exact  values  of  the  location  and  the  temperature  of  the  event 
horizon of nonstationary black holes. Basically,  this method  is  to reduce Klein‐Gordon 
equation in a known black hole background to a standard wave equation near the event 
horizon by generalizing  the common  tortoise‐type coordinate  ( )1 ln
2 H
r r r rκ∗ = + − in a 
static or stationary spacetime [5, 6] (where  κ   is the surface gravity of the studied event 
horizon)  to  a  similar  form  in  a nonstatic or nonstationary  spacetime  and by  allowing 
the  location of  the event horizon  Hr   to be a  function of  the advanced  time  v t r∗= +  
and the angles  ,θ ϕ . 
Applying  the  transformation  of  Eq.  (6)  to  Eq.  (5),  via  some  arrangement, 


















∂ ∂   to be  2   [7‐9, 12‐15], finally  taking  the  limit of  Hr r→   (here and hereafter, 
Hr r→   represents  ( )0 0 0 0 0 0, , , , ,Hv v r r vθ θ ϕ ϕ θ ϕ→ → → → ), we can obtain 
2 2 2 2
2 2 0,I B C Ar v r r rr
φ φ φ φ φ
θ ϕ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂   (7) 
where 
( )[ ] ( )[ ]





2 1 2 2 1
lim ,
2 [ 2 1 ]H
j jk
H H j H H j H k
jr r H H H j
g r r g r r r g r r
I
r r g r r g r
κ κ
κ κ→
− + − − + += − − + −
12 2 13 3
, ,
01 0 01 0
, ,
2 ,  2 ,
H H
j j
H j H j
j j
H j H jr r r r
g g r g g r
B C
g g r g g r→ →
− −= =− −  
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− += − − − + −
∂ − ∂ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ∂ − ∂+ −
−+ −
 
where  0,1,2, 3μ = ,  , 0, 2, 3j k =  






H j H j H k r r
g g r g r r →− + . 
One can see that this is the left side of Eq. (3), so the numerator approaches to zero, and 
the  denominator  also  approaches  to  zero.  Hence  I   is  an  indeterminate  form  of  0
0
 
type. Using LʹHospitalʹs Rule and adjusting  κ   to let  I   be  1   [7‐9, 12‐15], then Eq. (7) 
becomes the standard wave equation in flat space‐time consequently, i.e. 
( )[ ] ( )[ ]
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g g g g r
κ
→
∂ ∂ ∂+ −∂ ∂ ∂= − + −   (8) 
where  , 0, 2, 3j k = . This is the ʺsurface gravityʺ of event horizon. 
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− +− − − + −
⎡ ⎤−⎢ ⎥= − −⎢ ⎥−⎣ ⎦
                  (9) 




2 2 2 2
2 2 0B C Ar v r r rr
φ φ φ φ φ
θ ϕ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ,  (10) 
where 
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⎡ ⎤−⎢ ⎥= − −⎢ ⎥−⎣ ⎦
∂ − ∂ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜+ − + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠− ∂ − ∂+ −
−+ −
 




  ( , ) ( , , )
i v ik ikR r v v e θ ϕω θ ϕφ ρ θ ϕ ∗ ∗ ∗− + +∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ,  (11) 
where  ( , , )vρ θ ϕ∗ ∗ ∗   is an arbitrary real function,  ω   is the energy of the particle,  ,k kθ ϕ  
are  components  of  generalized momentum  of particles. And we define  2
S
k Pθ θ∗




∂≡ ≡ ∂ , where  S   is the Hamiltonian main function of particles. 
Substituting  Eq.  (11)  into  Eq.  (10),  after  separating  variables  one  can  gain  two 
independent solutions 
( )[ ] ( )
1
2 ( , , )exp
v dv
in e v i v ik ik
γ λ
θ ϕφ ρ θ ϕ ω θ ϕ∗ ∗− ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∫= − + + ,  (12) 
( )[ ] ( ) ( )
1
2 ( , , )exp 2 exp
v dv
out e v i A ik B ik C r i v ik ik
γ λ
θ ϕ θ ϕφ ρ θ ϕ ω γ ω θ ϕ∗ ∗− ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∫= − − − − ⋅ − + + ,  (13) 
where  γ   is a constant in variable separation, and  ( )vλ ∗   is a function of the advanced 
time  v∗   in variable separation, where 
( ) 2 ,vv B C
ρρ ρ
ϕθλ ρ ρ ρ
∗∗ ∗∗
∂∂ ∂
∂∂ ∂= + +       (14) 
and  ( )2T v T
T
λγ ∗′ +=   (we let  ( , ) ( ) ( )R r v P r T v∗ ∗ ∗ ∗=   in variable separation). 
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The radial components of the above two independent solutions are 




in e i v
γ λψ ω∗ ∗− ∗∫= −   ,                                  (15) 
( )[ ] ( ) ( )









i k k rv dv i v r
e i A ik B ik C r i v




ωγ λ ω γ λ
ψ ω γ ω∗ ∗
∗∗ ∗ ∗ ∗
−
∗ ∗
− − −− − − −
∫= − − − − ⋅ −
∫=
.  (16) 
Because  outψ   is not analytic at  the event horizon,  it needs extending by analytic 
continuation  into  the  event horizon  through  the  lower‐half  complex  r ‐plane  as  [5,  6, 
27] 
  ( ) ( )i iH H Hr r r r e r r eπ π− −− → − = − .  (17) 
Hence 
? ( )[ ]
( )( ) ( )[ ] ( )( ) ( )Im Im1 Re2 Re2 2 2 2 2 22 2B C A B C A Ai k k r k kv dv ii v r
out e e e e e e
θ ϕ θ ϕ
π γω ωγ λ πω γ λ κ κψ ∗∗ ∗ ∗ ∗
+− − − − − −− − − −⎡ ⎤∫⎢ ⎥= ⋅ ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦
.  (18) 


















k kθ ϕω = + + .  (20) 

















where  Bk   is Boltzmann constant, “± ” correspond  to fermion and boson, respectively. 
The temperature  T   is 
  ( )[ ]
11 1
, , ,
01 11 1 0
,
2
2 4 2 2
H
jk j
H j H k H j
j j









∂ ∂ ∂+ −∂ ∂ ∂= = − + −   (23) 
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And the chemical potential is 
[ ] [ ] [ ]1 12 2 13 3, , ,





H j H j H j
j j
H j H jr r r r
A g r g k g g r k g g r
g g r g g r
μ μμ θ ϕβω
→ →
− − + −= +− −   (24) 
where  0,1,2, 3μ = ,  , 0, 2, 3j k =  
We know from Eq. (23) that  T   depends on the time and different angles, so it is a 
distribution of temperatures. 
 





  ( )( ) 2 0S Sg A Ax xμν μ νμ νβ β μ∂ ∂− − + =∂ ∂ .  (25) 
Applying the transformation of Eq. (6) to Eq. (25), via some simplifications, we let 
the  solution  of  S
r∗
∂





∂ ∂≡ − ≡ ≡∂ ∂   3
S
P kϕϕ∗
∂ ≡ ≡∂ .  Finally 
we can obtain the energy level distribution of the particles 
  ,  ω ω ω ω+ −≥ ≤ .  (26) 
When  Hr r→ , we have 
 
[ ] [ ] [ ]1 12 2 13 3, , ,






H j H j H j
j jr r
H j H jr r r r
A g r g k g g r k g g r
g g r g g r
μ μμ θ ϕβω ω± →
→ →
− − + −= = +− −   (27) 
where  0,1,2, 3μ = ,  , 0, 2, 3j k = ,  and  0ω   is  the  maximum  value  of  negative  energy 
state  after  energy  level  overlapping  near  the  event  horizon.  Therefore,  the  incident 
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.  (29) 
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where  , 0, 2j k = ,  0,1,2, 3μ = ,  0 2,H HH Hr rr rx x
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−⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
,  (33) 
where  ( ) sinf a v θ= − ,  ( )a a v=   is  the acceleration of  the black hole,  ( )m m v=   is  the 
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mass of the black hole. 
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potential  in  thermal  radiation  spectrum  is  equal  to  the  highest  energy  of  negative 
energy state of particles in non‐thermal radiation for general nonstationary black holes. 
This  is an  important conclusion  that reveals  the relationship between  the  two kinds of 
radiative processes of black holes, which is ignored before. 
On  the  other  hand,  because  a  lot  of  general  physical  processes  should  satisfy 
quantitative  causal  relation with no‐loss‐no‐gain  character  [29‐31],  e.g., Ref.  [32] uses 
the  no‐loss‐no‐gain  homeomorphic  map  transformation  satisfying  the  quantitative 
causal  relation  to  gain  exact  strain  tensor  formulas  in Weitzenböck manifold.  In  fact, 
some  changes  (  cause  )  of  some  quantities  in  (2)  must  result  in  the  relative  some 
changes  (  result  )  of  the  other  quantities  in  (2)  so  that  (2)’s  right  side  keeps 
no‐loss‐no‐gain, i.e., zero, namely, (2) also satisfies the quantitative causal relation. And 
(4),  (25)  satisfy  also  the  quantitative  causal  relation  in  the  same  way.  Hence  the 
researches  in  this  letter  are  consistent.  Also,  the  researches  of  this  letter  provide  an 
alternative and convenient way to obtain the Hawking temperature and can be applied 






This  paper  carefully  investigates  quantum  radiative  characteristics  of  general 
nonstationary black holes, generally  shows  that  the  temperature and  the  shape of  the 
event horizon of black holes depend on both  the  time and different angles  in general 
condition,  and  further  reveals  a  relationship  between  thermal  radiation  and 
non‐thermal radiation of black holes in detail, which is ignored before. Then, this paper 
finds  that  the chemical potential  in  thermal  radiation spectrum  is equal  to  the highest 
energy  of  the  negative  energy  state  of  particles  in  non‐thermal  radiation  for  general 
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